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Einleitung. 


Clebsch hat ım 64. Bande des Crelle’schen Journals 
n(n — 3) 
2 
handelt und von seiner Theorie eine Anwendung auf Curven 


die Curven n‘“ Ordnung mit Doppelpunkten be- 


vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten gemacht. Diese letz- 
teren Curven sollen im Folgenden weiter untersucht werden ; ich 
stelle mir nämlich die Aufgabe, die gestaltlichen Ver- 
hältnisse derselben darzulegen und für die ver- 
schiedenen auftretenden Formen die Realität 
der Berührungscurven zu discutiren. Es ergibt 
sich, dass, wenn man die Coordinatendarstellung als durch 
elliptische Thetafunctionen gegeben voraussetzt, zwei Fälle 
zu unterscheiden sind, je nachdem der Modul des zur Curve 
gehörigen elliptischen Integrals reell oder complex ist; dem 
ersten Falle entsprechen die zweitheiligen, dem andern die 
eintheiligen Curven; zugleich erhält man für den Modul 
die geometrische Deutung, dass er gleich ist dem Doppel- 
verhältnisse der 4 Tangenten, die man von einem Doppel- 
punkte aus an die Öurve legen kann. Die verschiedenen 
Curventypen sind durch die Doppelpunktsargumente und 
den Modul vollständig bestimmt; eine quadratische Trans- 
formation ermöglicht andererseits die Erzeugung der einzelnen 
Formen aus Cüurven dritter Ordnung und gibt somit eine 


Controle für die Vollständigkeit der Aufzählung. Die Dis- 
1* 


BE 


cussion der adjungirten Berührungscurven bietet keineSchwierig- 
keiten; auch die der nicht adjungirten gelingt ohne die Lösung 
des Umkehrproblems wirklich anzuschreiben ; als Beispiel für 
solche Betrachtungen sind die Doppeltangenten behandelt. Die 
Modificationen im Falle von Rückkehrpunkten, isolirten und 
imaginären Doppelpunkten , insbesondere die Reductionen, 
welche in diesen Fällen an den Zahlen für die reellen Doppel- 
tangenten einzutreten haben, bilden den Schluss. 

Es sei mir an dieser Stelle, noch gestattet, meinen hoch- 
verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Brill in München, für 
die vielfache Anregung, die er mir bei dieser Arbeit zu Theil 
werden liess, meinen Dank auszusprechen. 


81. 


Die Gleichung einer Curve vierter Ordnung C, mit 
2 Doppelpunkten, die sich in den Eckpunkten &, = x, == ( 
und @&, =, =() des Goordinatendreiecks befinden, ist: 


Mer 2 a 2 pr yp y p 2 =; 
FeRsserr 20,0, Dar TAC-N, 
wo A, B und C© lineare homogene Functionen der Coordi- 
naten sind. 
Mit Hülfe des Kegelschnittbüschels 
em ha, A— 0 
kann man die Coordinaten der CO, als ganze Functionen des 
Parameters 4 darstellen in der Form 


0, =®d,(A,YA,wA=(A— m) A—m,) A—m,) (A—m,) 
ist.*) Führt man mittelst der Substitution 


m, —m, A—m 


g en u Erg 5 Ur == AT 


sin? am u = Su 3 == 
m,—m, AM, 


MM; —M, M; —m 


4 
elliptische Functionen ein, so lassen sich unter Anwendung 
eines bekannten Satzes. von Hermite die Ausdrücke für die 
Coordinaten, nach Abscheidung der allen gemeinsamen Fac- 


toren, auf die folgende Form bringen: 

02, =c,Hß—a,)Hw-b,) Hw—-a,) H(v—b,) | 
0%,=c, H(w—a,) H(o—b,) H(— m) H w—(a,—tb, —m)) I 
0%, 6, H@w-a,)H w—b,)H w—n)He—(a,-+b,—n)). | 


*) Olebsch, Crelle’s Journal Bd, 64 Seite 250, 


H ist die von Jacobi so bezeichnete elliptische Function 
und v ist ein elliptisches Integral erster Gattung mit dem 
Modul %, das sich nur um eine additive Constante von u 
unterscheidet; diese ist so bestimmt, dass die Werthe a, b, 
m, n von ö, für welche die obern Grenzen constant sind, 
bis auf Vielfache der Perioden 2K und 2iK’ die Relation 
a,+b,+a,+Db,-=0 erfüllen, wobei die Grössen K und öiK‘ 
durch die Gleichungen 


x fe Va- Bee, 2yr) J Va-mya=# a —k2y%) 


definirt sind. Man sieht, dass dann «a,,b, und a,,b, die 
Argumente des in 2, =%,=( resp. x&,=2,=(0 ‚gelegenen 
Doppelpunktes bedeuten, während m, a,+b, —m und n, a,b, 
—n den weiteren Schnittpunkten der Achsen 2,=0 und 
x,=( mit der C, zugehören. 


Substituirt man die Ausdrücke für die Coordinaten in 
die Gleichung einer O,, so lässt sich, wenn ®,, ®,...v,, die 
Argumente der Schnittpunkte der C, mit der C, bedeuten, 
die linke Seite unter Anwendung desselben Satzes wie oben 
auf die Form 


OCH@—v) HA w-—- vu)... Ho 
a 


bringen, wobei 
1) on Fanta 149 


ist. Da die beiden Argumente jedes Doppelpunktes pro- 
portionale Werthe der Coordinaten liefern müssen, so dass 
|%«] 


MR nt [rl], —,, 


ist, so muss auch 


ART Br AN 


x H(a,—v)Hl(a,—v,)...H (a — v,,) " ( Qt 2) n 
2) A(b,—v)H(b—v,)... HA —v,.) "94 (q,) 


sein. Zur Bestimmung der Constanten auf der rechten Seite 
legt man durch den Doppelpunkt a,,b, die Tangenten an die 
C,, dann ist nach 1) das Argument des Berührungspunktes 


b, RN i ‘ 
-. Substituirt man diesen Werth in 


i 28 
einer von diesen Te, 


2) so erhält man 


H(a,—a)A(.—b) ä 9% (b,) 


Hib, a)H\d,- D) .. 0% (a)' 


Damit sind die Constanten bestimmt; die erhaltenen 
3 Gleichungen ' 


ee (nz) 
en Ho: ie v,) 4 a6, — Q,) H (a, ar au 
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ı—L ( II 
Tr Hier 0) 5 (a, — a,)H(a, —-b,) ( | 


ı H%—o) HB, —«,) H(b, —b,) 

sind die Gleichungen des Abel’schen 'Thheorems für C, mit 
2 Doppelpunkten. Wachsen die einzelnen ® in den beiden 
letzten Gleichungen um Vielfache von 2iK’, so bedingt dies 
rechts das Hinzutreten einer Potenz des Exponentialfactors 


an) 
— — (dx — br) ; 
e A 


e 


das Congruenzzeichen hat desshalb nur die 


Bedeutung, dass die Logarithmen beider Seiten bis auf Viel- 


It s ein: 
fache von — K (a, — b,) übereinstimmen. 


Die obigen Gleichungen modifieiren sich, wenn die O, 
durch einen Doppelpunkt geht, in leicht anzugebender Weise ; 


ER 2 


geht sie durch beide Doppelpunkte, so bleibt für die 4n—4 
weiteren Schnittpunktsargumente nur die Gleichung: 


Ren Ka can ROH N 


Diese Gleichung gestattet eine einfache Anwendung zur 
Bestimmung des Punktes, dem das Argument 0 zugehört. 
Lässt man nämlich die 4 Schnittpunkte eines adjungirten 
Kegelschnittes zusammenfallen, so erhält man 4v=0, wovon 
v=() eine Lösung ist. Man sieht also, dass der Nullpunkt 
der Argumente der Berührungspunkt eines vierpunktig be- 
rührenden adjungirten Kegelschnittes ist. 


Bei den folgenden Betrachtungen sollen die CO, als durch 
das System I definirt angenommen werden; dann ıst zunächst 
die Vertheilung der Argumente anzugeben; vorher wollen 
wir jedoch noch mit einigen Worten die quadratische Trans- 
formation behandeln, welche die Ableitung der C, aus (0, 
gestattet. 


Spy 
Quadratische Transformation. 
Durch die Relation 
ur d, da Be Ur Hz "Yg Be S Ur UR 


werden die zwei Ebenen (x) und (y) so aut einander bezogen, 
dass einer C, in der Ebene (x), welche durch die Funda- 
mentalpunktei. x, = a, 0,2, — al, Ren 
%,,%,,%k, mal hindurchgeht, in der Ebene (y) eine Curve von 
der Ordnung 2n 


k,— k, —k, entspricht, welche durch 
die Fundamentalpunkte in der Ebene (y) bezüglich n — (k, + k,), 
n—(k, + %k,), »— (k, + k,) mal hindurchgeht. 


Haben beide Ebenen dasselbe Coordinatendreieck A BASA 
so ergibt sich eine sehr einfache Construction dieser Trans- 


RISSE) a 


tormation, wenn man die Coordinaten den senkrechten Ab- 
ständen von den Seiten des Dreiecks proportional annimmt. 
Verbindet man nämlich zwei entsprechende Punkte P und 
P’ mit einer Eeke des Coordinatendreiecks (etwa A,), so bildet 
die Linie PA, mit der Seite A, A, denselben Winkel, wie 
die Linie PA, mit der Seite A, A,. | 


Da der unendlich fernen Geraden in der Ebene (y): # 
y,sinA, +9, sin A, +9, sin A, = 0 


in der Ebene (x) der dem Coordinatendreieck umschriebene 
Kreis: 


Kl, sin A, + %,7, 3in A, 4x, x,sinA, =0 


entspricht , so ist es leicht die unendlich fernen Punkte der 
transformirten Curve zu construiren. 


Transformirt man in der angegebenen Weise eine 0, 
ohne Doppelpunkt, welche durch 2 der Eckpunkte des Coor- 
dinatendreiecks (A, und A,) hindurchgeht, so erhält man 
eine C, mit 2 Doppelpunkten. Es ist bekannt, dass es nur 
2 wesentlich verschiedene Typen von C; gibt, nämlich. zwei- 
theilige und eintheilige; gibt man bei diesen 2 Arten dem 
Transformationsdreieck alle möglichen Lagen, so erhält man 
alle ©,. Es möge noch bemerkt werden, dass die 2theiligen 
C, aus einem paaren und einem unpaaren , die eintheiligen 
aus einem unpaaren Zuge bestehen, dass sich von einem be- 
liebigen Punkte der ©, 4 Tangenten an dieselbe legen lassen, 
deren Doppelverhältniss dasselbe ist, wo sich auch der Punkt 
befindet, und dass bei den zweitheiligen alle 4 reell oder 
imaginär sind, je nachdem der Punkt auf dem unpaaren oder 
paaren Zuge liegt, während bei den eintheiligen 2 reell und 
2 imaginär sind. 


83. 
Vertheilung der Argumente auf den zweitheiligen 
Curven. 


Es seien nun die Coordinaten der €, durch die Gleichungen 
segeben. Aus der Reihentwicklung für die Funktion 4 er- 
gibt sich, dass die Verhältnisse der Coordinaten nur reelle 

K' 
_— TE u2 i 
Werthe haben, wenn der Modul g= e reell oder rein 
imaginär ist. 


Wir betrachten zunächst den ersten dieser zwei wesent- 
lich verschiedenen Fälle. Ist q positiv, dann ist der Modul % 
des zur Curve gehörigen elliptischen Integrals reell und 
kleiner als 1, und die Grössen K und K’ sind reell. Der 
Fall, dass q negativ ist, welcher einem rein imaginären % 
entspricht, bedarf keiner weiteren Betrachtung, da er sich 
durch eine lineare Transformation der H-Function auf den 
vorigen reduciren lässt. 


Wenn ein Argument v» reelle Werthe für die Verhält- 
nisse der Coordinaten liefert, so wird dies auch mit. dem 
Argumente v--iK der Fall sein, da sich aus den Verhält- 
nissen der Coordinaten, deren Werthe dann ox, = ce, 9(e—a,) 


ITE . IR 
— # (20+iK') 


9®@—b,)O9w— a,)O(w—b,)e ete. sind, die 
Exponentialfunktionen herausheben, und die Function © 
bei positivem q für dieselben Werthe reell ıst wie 4. Bilden 
also die Punkte mit dem Argumente v eine continwirliche 
Reihe , so bilden auch die Punkte »--iK’ eine solche, und 
wir erhalten somit das Resultat: 


„Wenn der Modul %? reell und kleiner als 1 
ist, so besteht die CO, aus 2 reellen Zügen; die 


Me ul, 


imaginären Bestandtheile der Argumente der auf 

verschiedenen Zügen gelegenen Punkte unter- 
. . . . . 4 

scheiden sich um die Grösse iK .“ 


Aus der Reihenentwicklung für die 4 Funktion erkennt 
man, dass die Verhältnisse der Coordinaten nur reell sind, 
wenn die Argumente v—a, etc. reell sind (oder den imaginären 
Bestandtheil ©X’ haben), oder wenn gleichzeitig 2 Factoren 
conjugirt imaginäre Argumente haben, wie dies die Relation 


@: (0) H(u+ «)H (u — a) =H? (u) ©? («) — H? (a) ©: (u) 


ergibt, da für rein imaginäre Argumente die Funktion © 
reelle, 7 rein imaginäre Werthe annimmt. Daraus folgt 
dann, dass die Argumente v der Punkte desselben Curven- 
zuges denselben imaginären Bestandtheil haben müssen. Nach 
der eben angegebenen Relation ist es gleichgültig, ob die 
Werthe von m und n reell oder conjugirt imaginär sind zu 


Gast 0511 Mm. resp. ds b, 


Es sollen zunächst nur Curven , welche reelle getrennte 
Tangenten haben, betrachtet werden. 


Die Doppelpunktsargumente haben die Bedingung zu 
erfüllen, dass ihre Summe congruent Null ist, und dass sie, 
wenn die Punkte, welche sie repräsentiren, verschiedenen 
Zügen angehören, um öK differiren. Diesen Bedingungen 
kann man in folgenden vier wesentlich verschiedenen Arten 
genügen: 


1) Alle Doppelpunktsargumente sind reell; 


2) die Argumente des einen Doppelpunktes sind reell, die 
des andern von der Form w-iK'; 


3) von den Argumenten jedes Doppelpunktes ist 0m eine 
reell, das andre von der Form w--iK‘; 


4) alle Argumente sind complex, 


EA I ee 


Sind alle Doppelpunktsargumente reell, so liefern, vor- 
ausgesetzt, dass die Verhältnisse der c; reell sind, was immer 
angenommen wird, reelle Argumente von 0 bis 2X reelle 
und verschiedene Werthe der x;; die Punkte des zweiten 
. Curvenastes sind dann durch die Argumente von 0O+iK 
bis2 K--iK’ repräsentirt. Man erhält die dargestellte Curve, 
deren beide Doppelpunkte also auf demselben Zuge liegen, 
durch quadratische Transformation, wenn man die Eckpunkte 
A, und A, auf dem unpaaren Zuge der CO, annimmt und 
die Seiten A, A, und A, 4, so legt, dass sie denselben Zug 
in 2 reellen Punkten ‚schneiden ; liegt dann der Eckpunkt 
A, ausserhalb des Ovals, so erhält man den Typus I, liegt 
er innerhalb, II. Bei I bilden die Doppelpunktsargumente 
den Cyklus (a, b, a, b,), bei II den Cyklus (a, a,b, b,). Aus 
dem über die Construction der © fernen Punkte gesagten, 
kann man sofort schliessen , dass die Curve II nothwendig 
2 reelle, © ferne Punkte besitzt, und dass die Doppelpunkte 
nothwendig reelle Tangenten haben, während bei I die Dop- 
pelpunkte in Spitzen und isolirte Punkte übergehen können. 

Sind die Argumente des einen Doppelpunktes reell, die 
des andern complex mit dem imaginären Bestandtheil iX‘, 
so befindet sich auf jedem Zuge ein Doppelpunkt (Typus II). 
Man erhält diese Form durch quadratische Transformation, 
wenn die auf der C, befindlichen Eckpunkte A, und A, dieselbe 
Lage haben, wie vorhin, während von den Seiten A, A, und 
A, A, die eine das Oval, die andre den unpaaren Zug schneidet. 
(In den Fällen, wo eine dieser Seiten oder beide berühren 
oder in imaginären Punkten schneiden, 'erhält man Ueber- 
sangsformen mit Spitzen oder isolirten Punkten.) 

Ist von den Argumenten jedes Doppelpunktes das eine 
reell, das andre von der Form «-Hi.K’, so werden die Doppel- 
punkte durch die Schnittpunkte der 2 Curvenzüge gebildet 
(TypusIV). Die quadratische Transformation liefert diese Form, 
wenn die Eckpunkte A, und A, auf dem Oval liegen; die 
Tangenten in den Doppelpunkten sind also immer reell, 


Offenbar ist es nicht möglich, unter der Voraussetzung, 
dass je zwei der Doppelpunktsargumente denselben imaginären 
Bestandtheil haben, für dieselben von den obigen wesentlich 


verschiedene Combinationen anzugeben; denn wollte man 
. ’ . 
5 RN EL - 
allen den imaginären Bestandtheil Fo oder zweien — und 


2 
3iK 


den beiden anderen geben, so müsste auch dem 


’ 


[3 . x .. “ % 
einen Zuge der imaginäre Bestandtheil ——, dem andern 


2 
3iK 
2. 
des Nullpunktes der Argumente in einen der andern von den 
Berührungspunkten der vierpunktig berührenden adjungirten 


Er) 


j ;K 
Kegelschnitte, von denen einer das Argument 2: hat, 


zugetheilt werden; dann würde aber eine Verlegung 


diesen Fall auf einen der diseutirten zurückführen. 

Im Falle 4) müssen somit 3 von den Doppelpunktsargu- 
menten denselben imaginären Bestandtheil und l einen davon 
verschiedenen haben ; dies bringt aber mit sich, dass der eine 
Doppelpunkt von einem Curvenzuge, der andre durch den 
Durchschnitt beider gebildet wird; dann müssen die beiden 
Curvenzüge unpaaren Charakter haben, (während die bisher 
betrachteten Formen, wie leicht zu sehen, aus paaren Zügen 
bestehen); denn es ist nicht möglich, dass 2 Curvenzüge, 
von denen auch nur einer paaren Charakter hat, sich in 
einem einzigen Punkte durchsetzen. Sind also Z und M die 
imaginären Bestandtheile der beiden Züge, so müssen für die 
imaginären Theile der 4 Schnittpunktsargumente einer (e- 
raden mit der C, die Gleichungen 

3L+M=0,:. L-M-iK =0 (med2iK‘) 
bestehen. Aus 
iK +2giK IgiE —IiK 
L == — -, Ma u 
4 4 


1 ME 


ergeben sich also für Z und M folgende zusammengehörige 


Werthe: 


a, R ’ en ; N, 
UK SERIES HT 


L s j Ä 
4 4 4 4 
4 4 4 4 


Man erhält somit die aus 2 unpaaren Zweigen bestehende 
C,, wenn man von den Doppelpunktsargumenten dreien als 
imaginären Bestandtheil einen der Werthe Z und einem den 
zugehörigen Werth von M gibt; wir denken uns im Folgen- 


den, dass die 3 Argumente a,,b,,a, den imaginären Bestand- 


’ m. ’ 


ie 5% 
theil = haben, während D, map zugehört. Dann haben 


auch die Argumente aller Punkte des Zuges, auf dem der 


7 


;K 
Doppelpunkt a,,b, liegt, T 


‚ die Argumente der übrigen 


Er 
ÖCurvenpunkte tn als imaginäre Bestandtheile. Die quadra- 


tische Transformation ergibt den Typus (V), wenn von den Eck- 
punkten A, und A, der eine auf dem Ovale, der andre auf dem 
unpaaren Zuge der C, liegt. Derjenige von den beiden Doppel- 
punkten, welcher nicht durch den Schnitt der beiden Züge gebil- 
det wird, ist dann Knotenpunkt, Spitze oder isolirter Punkt, 
je nachdem die Seite, welche dem auf dem Oval befindlichen 
Eckpunkte gegenüberliegt, die C, noch in 2 reellen getrennten, 
2 zusammenfallenden oder 2 imaginären Punkten schneidet. 


| sa. 
Vertheilung der Argumente auf den eintheiligen Curven. 
Um in dem Falle, wo der Modul g rein imaginär ist, 
über die duıch reelle Punkte repräsentirten Argumente Auf- 
schluss zu erhalten, transformiren wir die © Functionen auf 
solche mit reellem Modul. 


ne. . f . . . . 
Sind 4C und 250 die Perioden des Integrals bei ima- 
ee A) R Algrs 5 
sinärem, 4K und 2:5K bei reellem Modul, so liefern die 
bekannten Produetentwicklungen der ©-Functionen : 


y 1 
H #5) 9, in) — 24* sinu II(1—g°*)? II(1—2gQ” c0s2 u 


7U 


- g*") 3 I + 2, RE COS 2. U 1 dann), 


Daraus folgt, wenn — (£J’ 4)? statt q gesetzt wird, 
K ıh 
H ee) Oo, es] = 29* sinwI1 (1 — ed") I(l— 
IL TU 
in 


4e/ \2n n DM = Ir (l Ve g”) Cu SE. 
2(iV g)”c0s2u+(V )")=e” a‘ ma le ‚iv .) 


oder 
ET. 


H & Wi vz) — + 8.0.4 (u) 9 (u), 1) 
L 


wo 
2 


age 


P a. us @,(0) 
; 9, M 


ist, wenn k den zu q gehörigen Integralmodul bedeutet. 
Man erhält also 


® on (1 — gez ') (1 — dir) (1 -- 1°") 


— Aka) 9, (u) 2) 
) 
und daraus 


a— a 


a i 
H (zw iVo )= g V 2.3 9) H, (u), 3) 
Vk% ©, (0) 


ee 


Es ıst 
C Arm 
en Ed 
L \ 


ln) 


daraus schliesst man, dass die zweite Periode des Integrals 
complex ist; vermehrt man nun die Argumente in 2) und 5) 


Kern, 


um — 7774,80 erhält man mittelst bekannter © Relationen 


% Pr VR BEN 2 (u iH? (ı 
(iv) Wr © 


0, (griVa) = KB: low ir 5) 


Aus der letzten Gleichung erhält man, 


da 9, (0,:V a) G Pr 9, (0,q) = V ist, 
C } = 
= %--ik; aus 4) und 5) folgt, wenn e den zu öVgq ge- 


hörigen Integralmodul bedeutet, 


9 (0,iVag) vr Ve 2 Be 
Pe) [4 Ce wen EURE =r EI RER 
9,(0,iVa) k ik BR. —+ik 
A 
E + ik: 

Aus dem Bisherigen ersieht man, dass, wenn der Modul q 

der Thetafunetionen rein imaginär gleich iVa ist, der Modul 
des elliptischen Integrals complex ist, und die zweite Periode 


desselben complexe Form annimmt. 
Vermehrt man also die reellen Argumente, welche auch 


Ras 


in diesem Falle reelle Curvenpunkte liefern, um _. = ‘ 
so erhält man imaginäre Punkte, vermehrt man die « um 
K-+iK so erhält man dieselben Punkte, welche die « liefern. 
Es folgt also der Satz: 

„Wenn der Modul desden Punktender Curve 
zugeordneten elliptischen Integrals complex 
ist, so hat die Curve nur einen reellen Zug, auf 
welchem die reellen Argumente von 0 bis 2K 
vertheilt sind.* 

Hat man eine Curve mit reellen Doppelpunkten , so 
müssen die Argumente derselben reell sein; bilden sie den 
Cyklus (a,,b,,@,,b,), so hat man analog wie bei J eine 
Form, welche in eine im Endlichen geschlossene Curve pro- 
e werden kann (VI); bilden sie aber den Cyklus (a,,«,, 

b,,b,), so hat die Curve 2 reelle unendlich ferne Punkte (VIJ). 
Man erhält die letztere Form durch quadratische Transformation, 
wenn die Eckpunkte A, A, auf einer eintheiligen C, liegen, 
und der dritte Eckpunkt A, sich in einem der Segmente be- 
findet, welche von der Seite A, A, und der Curve einge- 
schlossen werden. Die Form VI ergibt sich, wenn A, 
ausserhalb jener Segmente liest. 


85. 
Die adjungirten Berührungseurven. 


Nachdem wir nun über die Vertheilung der Argumente 
auf den einzelnen Zügen bei den verschiedenen Curventypen 
unterrichtet sind, können wir unmittelbar discutiren, wieviele 
von den adjungirten Berührungseurven in jedem Falle reell sind. 

Für die Schnittpunkte einer adjungirten C, mit einer 
©, bleibt nur die erste Gleichung des Abel’schen Theorems 
bestehen und diese liefert für die Argumente der nicht in 
die Doppelpunkte fallenden Schnittpunkte die Bedingung 


v, +9, Fr OSB: 
; 2 


Diese Gleichung ‚gestattet die Bestimmung eines Schnitt- 
punktes, wenn die übrigen gegeben sind. Dieser Punkt ist 
bei den zweitheiligen C, mit paaren Zügen reell, wenn sein 
Argument reell ist oder den imaginären Bestandtheil öK hat, 
bei zweitheiligen mit unpaaren Zügen, wenn sein Argument 


Re Be} 5iK 
complex mit dem imaginären Bestandtheil oder —— 


K 

4? 4 
ist. Bei den eintheiligen Curven muss das Argument reell 
sein, wenn der Punkt reell sein soll. 


Bezeichnen wir die Perioden mit P und @, so ist, wie 
wir gesehen haben, bei den zweitheiligen 0, P=2K, 
Q=2iK', bei den eintheiligen P=-2K, Q = K-+iK‘. 

Für die schon erwähnten vierpunktig berührenden Kegel- 
schnitte ist das Argument des Berührungspunktes gegeben 
durch 


jz 
Es an. >» q = 0,1, 2,3). 


Bei den zweitheiligen C, mit paaren Zügen sind also 
8 Berührungspunkte reell, nämlich diejenigen, bei welchen 
gq=0 oder qa=2 ist, bei den eintheiligen 4 entsprechend 
q=0; bei den zweitheiligen CO, mit unpaaren Zügen ist 
keiner reell. 

Als zweites Beispiel mögen die Punktepaare bestimmt 
werden, welche die Eigenschaft haben, dass der in einem 
Punkte osculirende adjungirte Kegelschnitt durch den andern 
hindurchgeht und umgekehrt. Es soll also, wenn « und v 
die Argumente eines solchen Punktepaares sind, 


sa tv=0 und3v Hu=0 sein. Daraus folgt 


nA — 34; q=0,1...7). 


Wir erhalten somit 64 Lösungen. Darunter sind aber die 
16 vierpunktig berührenden Kegelschnitte enthalten, die sich 


=. = 


ergeben, wenn p und q gerade Zahlen sind. Die übrig 
bleibenden 48 Lösungen liefern 24 Punktepaare der gesuch- 
ten Art. Von den 48 Lösungen sind reell 

a) bei den zweitheiligen C, mit paaren Zügen die- 

jenigen 8, wo ein ungerades » mit q9=:0 oder 
q=2 zusammentrifft; 

b) bei den zweitheiligen mit unpaaren Zügen die 16, 

wo » beliebig und g=1 oder 5 ist; 

c) bei den eintheiligen die 4, wo » ungerade und 

Hl sist, 

Bei a) gibt es also 4 reelle Punktepaare; die Punkte 
eines Paares liegen auf demselben Zuge; bei b) gibt es 
8 Paare; die Punkte eines Paares liegen auf verschiedenen 
Zügen; bei ce) gibt es 2 Paare. 


Bei b) erhält man für = 0, q=1 das Paar v = = 
DORH 
und v = —— Wir sehen also, dass bei den ©, mit 


unpaaren Zügen die Punkte, bei welchen der reelle Theil 
des Argumentes Null ist, ein solches Paar bilden. 


8 6. 


Ueber die nichtadjungirten Curven. 


Geht eine C, durch einen der Doppelpunkte (etwa a,, 
b,), so wird die diesem Doppelpunkte entsprechende Gleichung 
des Abel’schen Theorems illusorisch und die beiden übrig 
bleibenden reduciren sich auf die folgenden : 


v, 3 OR 0 a 
H (db, — v,) H (0, — a) H (ld, —b,) 


Von diesen Gleichungen , betreffs deren allgemeiner 


Lösungs wir auf den nächsten $ verweisen, machen wir eine 
fe) I 
N DE 


| 


a 


Anwendung auf den Schnitt einer Geraden durch einen 
Doppelpunkt (a,, d,); dann lauten sie: 


H(a, —v,) Ha, — v,) 
v +0, =Za, + b 3 ! ? 2 il: 
3 ’ nr H(b,—v,) H(b, — v,) 


beide werden befriedigt durch 


b a 
u, = a. - +1, u, — 1. 


Die beiden hen fallen zusammen, wenn ? gleich 
Null oder gleich Periodenhälften ist; somit sind die Argumente 
der Berührungspunkte der Tangenten aus dem Doppelpunkte 


is, ds: 


A, tb, + b, ir ee As 4b; PrQ, 
Br 2 208 2 gie 


entsprechend sind die Argumente der Berührungspunkte der 
Tangenten aus dem andern Doppelpunkte 


Gt del =. R As de Q b, P-+0Q 
BIRE in 2 ör 2, 2 ee 
Bei den He I, IL und III sind sämmtliche Berührungs- 


punkte reell; bei IV web, =Pß,-+iK,b, =ß,-iK‘ ist, 
während die a reelle Werthe haben, sind sämmtliche Be- 


Ye R i ne 
rührungspunkte imaginär. Bei V,woaq,=0a-+ b, 
iK' iK‘ ByF id, ; 
a ars Til 1 ui? =, 0 1 ist, sind 


nur die 4 Tangenten aus dem ee. a,,.d, reell. 
Bei den eintheiligen Curven sind von jedem Doppelpunkte 
aus 2 reelle Tangenten möglich. 

Bei den zweitheiligen Curven mit paaren Zügen und bei 
den eintheiligen, wo die Argumente reeller Punkte reell oder 
complex von der Form «-+iK‘ sind, müssen natürlich con- 
jugirt imaginären Punkten conjugirt jmäginäre Argumente 


A 


us a 7. ee 


beigelegt werden. Bei den zweitheiligen Curven mit unpaaren 
Zügen schneidet jede Gerade durch den Doppelpunkt «a,, b,, 


au 


welche sich zwischen den Tangenten — + —. und 
a,—-Pß ArLRar 

2 2 . . [} . . .. 

FRE + vn befindet, in conjugirt imaginären Punkten 


mit den Argumenten 


A en ee a 


wobei it, da zwischen den obigen Tangenten der reelle Be- 
standtheil constant bleibt, eine rein imaginäre Grösse sein 
muss. Daraus können wir den Schluss ziehen, dass, wenn 


iK' . 
“+ —- einen imaginären Punkt dieser Uurvenart vorstellt, 
m 


K' ,K' 
-- 5- hat. 


der dazu conjugirte das Argument u — 


Wir zeigen nun, dass das Doppelverhältniss der 
4 Tangenten aus jedem Doppelpunkte gleich ist 
dem zu den eingeführten Thetafunktionen ge- 
hörigen Integralmodul. Betrachtet man nämlich das 
Büschel «2, —4x, =o und bildet vermittelst der oben ge- 
gebenen Argumente der Berührungspunkte die Parameter der 
Tangenten aus a,, b,, so erhält man 


Daraus erhält man mittelst bekannter Formeln 


K\-h LM H,? (0) 
4 Bes u een => ‚2 . A I. 
ee) #0 


3 


Dasselbe Resultat erhält man für das Doppelverhältniss der 
Tangenten aus dem andern Doppelpunkt. 

Betreffs der in den Doppelpunkten berührenden Tan- 
genten können wir folgende Bemerkung machen: die Argu- 
mente der vierten Schnittpunkte dieser Tangenten mit der 
Curve sind 


—20a,+b,), — (2b, +0,), — (2a, +b,), — (2b, +); 
da die Summe derselben congruent Null ist, so folgt, dass 
diese 4 Schnittpunkte mit den Doppelpunkten auf einem 
Kegelschnitt liegen. 

Man kann fragen, ob den Steiner’schen Polygonen 
bei C, analoge Polygone bei den €, mit 2 Doppelpunkten 
existiren. Zieht man nämlich durch den einen Doppelpunkt 
(«,, b,) eine Gerade, so schneidet diese die C, noch in 
2 Punkten v,, v,, zieht man durch v, und den andern Doppel- 
punkt eine Gerade, so schneidet diese in einem weiteren 
Punkte v,; verbindet man diesen mit dem ersten Doppel- 
punkte, so erhält man einen Schnittpunkt v, ete. Wir 
fragen nun, wie die Doppelpunktsargumente beschaffen sein 
müssen, wenn die 2rte Seite durch den Punkt v, gehen soll, 
wenn also ein geschlossenes Polygon möglich sein soll. Dies 
liefert sofort die Gleichungen 


a, tb, Hu, +0, =o, tb, +, +0, =o; 
a en et, 
ee ab, Lea Ben 


Daraus folgt 


4 r6,=-0,4+b4 


»P je 
p au re 


A 


»P-+ 40% 
d, + b, _—— u De 


s [ip u.g=01,...20n 1), 
Man sieht, dass, wenn ein Polygon von 2n Seiten 
möglich ist, dann unendlich viele möglich sind, und dass dies 
der Fall ist, wenn die Summe der Argumente eines Doppel- 
punktes gleich dem 2nten Theile einer Combination von 
sanzzahligen Vielfachen der Perioden ist. Da bei den Curven 


iK'. 
mit unpaaren Zügen 0, tb, =a,+P,+ 2 ist, so ergibt 


2 
sich, dass bei diesen jene Bedingung nur erfüllt werden 
kann, wenn n eine gerade Zahl ist; d. h. bei diesen ©, 
können, wenn überhaupt welche, nur Polygone von 4n Seiten 
eingeschrieben werden. 


8 7. 


Discussion der Doppeltangenten. 


Wenn von den Schnittpunkten einer beliebigen C, mit 
einer (, 4n—3 gegeben sind, so gestatten die 3 Gleichungen 
des Abel’schen Theorems die Bestimmung der 3 übrigen. 
Diese Gleichungen lauten, wenn wir alles Gegebene auf die 
rechte Seite bringen 


v, T, +, =w, tiw, 


Fr H(a,—v,) ET 

a; ) 

= Ha) en A 
H (b, —v,) % 


i=]l 


Die Lösung dieses Umkehrproblems ist auf verschiedene 
Weise möglich; Clebseh gibt in seiner eitirten Abhandlung 
2 Methoden an; ich werde zeigen, dass es möglich ist, die 
Realität der Lösungen zu discutiren, ohne diese selbst anzu- 


SO De 


schreiben. Nach der ersten jener beiden Methoden kann 
man nämlich aus den obigen 3 Gleichungen eine kubische 


a) ableiten, in 


deren Coefficienten die Constanten a;, b,;, ®, eingehen; aus 
den 3 Wurzeln dieser Gleichung ergeben sich, wenn 2 = sin? 
am (@-+iß) gesetzt wird, die gesuchten 3 Argumente in der Form 


bear stilach 


Setzt man nun*) im ganzen Umkehrproblem —i an 
Stelle von i, so werden die Wurzeln der neuen kubischen 


Gleichung für 2= sin? am (vv 


> ‘ 
leicl GREEN h u — io, ne UBn 
eichung 2; = sin“ am | v; 5 conjugirt 1ma- 


ginär zu. denen der ursprünglichen, und man erhält dann 


0) i (W, 
 =0;4 = (2.2). 


Aendern sich durch diese Vertauschung die Constan- 
ten in den obigen 3 Gleichungen nur um Vielfache der 
Perioden, so müssen die Lösungen v‘ mit den Lösungen v 
übereinstimmen ; dies ist aber dann und nur dann der Fall, 
wenn die imaginären Theile o oder <K‘ sind, so dass v, = v/' 
ist, oder wenn », und v, conjugirt imaginär sind, so dass 
v,;,=v und vw =v‘ ist. Sind nun die Argumente 
reeller Punkte reell oder complex mit dem imaginären 
Bestandtheile iX’, so sind die 3 Punkte reell, oder einer ist 
reell und 2 conjugirt imaginär, so dass also die Schnittcurve 
selbst in beiden Fällen reell ist. Hat man es mit einer 
Curve mit unpaaren Zügen zu thun, wo die Argumente 

| K' 5iK‘ 


reeller Punkte den imaginären Bestandtheil - oder sErer, 


*) Dieses Verfahren ist dem von Herrn F. Klein bei der 
Discussion der Realität des Umkehrproblems für Abel’sche Bere 
I Gattung angewandten (Math, Ann. X) analog. 


haben, so nimmt man vor allem eine Verschiebung des Null- 
punktes derartig vor, dass reelle Punkte reelle Argumente 


) 


bekommen, d. h. man setzt » — 1 statt v; dann gelten die 


obigen Betrachtungen unmittelbar. Wir verfahren also fol- 
gendermassen: wir vertauschen (nachdem ım Falle von 
Curven unpaaren Charakters die angegebene Verschiebung 
vorgenommen worden ist) in den Formeln des Umkehr- 
problems © mit —i; ergibt sich dadurch nur eine 
Veränderung um Perioden, so ist die Schnitteurve 
reell; ergibt sich eine wesentliche Aenderung, 
so ist sie imaginär. 

Geht eine Curve nur durch einen der Doppelpunkte 
(conf. vor. $), so modificirt sich die Lösung der 2 von den 
obigen 3 Gleichungen, die noch bestehen bleiben in leicht 
ersichtlicher Weise; das Kriterium der Realität bleibt dasselbe. 

Als Beispiel für die Anwendung dieser Betrachtung 
möge nun die Realität der Doppeltangenten diseutirt 
werden. 

Aus dem A bel’schen Theorem folgen, wenn man die 
Schnittpunkte einer Geraden mit der ©, paarweise zusammen- 
fallen lässt sofort die Gleichungen : 


pvyP-+gQ 
1) v, ar er 5) =, 
‚, Hl(a,—v) H (a, — v,) 
V er, ee 100 2 2 
DE ae ra ar ar 
N arg! 
— logVM + hin 4 gin 2, 
H(a,— v,) (a v,) 
3 VY’ V,h-10g ar. 17 log 3 2 
) 1 us 2 H (b, a} v,) H (b, wg v,) 
u eM 
— lg VYN +himc-tgin var s 


H (a, — a,) H (a, — b,) 


wobei M =: - Be A Nee 
H(b,—a,) H(b, —b,) 


H (a,—a,) H (a, —b,) 


N = SE 
H(b, —a,) H(b,—b,) 


Dabei muss (Clebsch 1. ec. $ 25) zwischen »,9,% und 
h‘ die Bedingung 


(PN) @+1) FR+M=1 (mod 2) 


bestehen. 


Bezeichnen wir also jede Doppeltangente durch die ihr 
entsprechenden 9, q, h und Ah‘ so erhalten wir folgende 8: 
0000, 0011; 1010, 1001; 

0110320 191 PIE PA OHR 


Aendert sich nach dem oben gesagten bei der Ver- 
tauschung von ö mit —i die rechte Seite jeder Gleichung 


el 


nur um Vielfache der Perioden 2i7e und Zirr 9 vor- 


ausgesetzt, dass die linke nicht beeinflusst wird, so müssen 
die Berührungspunkte reell oder conjugirt imaginär sein; 
im ersten Falle haben wir eine eigentliche Doppeltangente, 
in letzteren eine isolirte. 


Betrachtung der einzelnen Typen. 


I. Zweitheilige Curven. 
Bei den zweitheiligen €, wo P=2K, Q =2iK' ist, 
haben wir die Gleichungen: 
©, er ©, = PK giK', 
HER ; d 
v, Fa VM-+trin-gin - 


IATe 
IK 


2 


V'+V=lgVN-+Win + gie 


Beim Typus I sind die Doppelpunktsargumente reell 
und bilden der Grösse nach geordnet die Reihe (a,, b,, @,, 
b,); daher ist M sowohl wie N reell und positiv; die Ver- 
tauschung von i mit —i ändert die rechte Seite nur um 
Vieltache der Perioden; somit sind bei I alle Doppel- 
tangenten reell. 


Bei II bilden die Doppelpunktsargumente die Reihe 
(23; d,, d,, b,); daher sind die Constanten Vu und VN 
imaginär und die Vertauschung ändert die rechten Seiten 
von 2) und 3) um iss; daher sind bei Il alle Doppel- 
tangenten imagıinär. 

Bei III sind die Argumente a,, b, reell, während 
0,=0, tiK' und,» —=f,+tiK' ist. , Die Gleichungen 
2) und 3) gehen dann über in: 


H(a,—v,) Bi), 7,/.09(4,—-0,)0(a,—$,) 
log log 2 lor 2 2 
90, - Are d,) |) 90)-6)0,0,-8,) 
U —b 
+hin + (g- De >) 


log 9 (a, — Joy 9a, 2%) a, 2 (@; —4,) o (@; 2 b,) 

76, — 5 "0, —,) 9(P,—a,)9 (Pf; —b,) 
rin ae) 

Setzt man — statt i, so ändern sich die Constan- 


ten nur um Perioden; daher sind bei Ill alle Doppel- 
tangenten reell. 

Bei Typus IV ist «a, und a, reell, , =, +iK‘, 
db, =ß, +iK'. Die Gleichungen 2) und 3) gehen dadurch 
_ über in: | 


H(ay-n,) H (a, — 4) (0,—Bs) 


9%) "Y H8.=8)00, a) 


+ (+14 252) in + 3 (a9) at DIR), 


Mao) 1 ya) _7,,]/ Ha) 9a —B,) 
a ee eV ne ee 


Sr (" yet =, in + her —ß,) a +1) ar) 


Dabei ist A gleich 0 oder 1, je nachdem die Ausdrücke 
unter den Wurzelzeichen, welche gleiches Vorzeichen haben, 
positiv oder negativ sind. Die Perioden der linken Seiten 


BB ; ‚ze 
der beiden letzten Gleichungen sind nun (a, — ß,) 7 Ysp. 


LIU 


(a, — ß,) Die rechte Seite ändert sich bei der Ver- 


tauschung von ö% mit —i nur dann um Perioden, wenn 
p+A=0 (mod 2) ist. 


Es sind also immer nur 4 Doppeltangenten 
reell und zwar für A=0 


00007 7.00115 20210270101 
und fürrA=]1 


10105001, I. 


BeiTypusV istkeine Doppeltangente reell; 
denn die Summe der Argumente von zwei reellen sowohl 
wie conjugirt a Punkten hat immer den imaginären 


4 


Bestandtheil * Er ne a und kann also nie congruent 


pK- giK' sein. 


II. Eintheilige Curven. 


Bei diesen kann man ganz ebenso verfahren wie bisher ; 
man sieht sofort, dass alle Doppeltangenten, für welche 
q= 1 ıst, imaginär sein müssen. Bei VI sind (analog wie 
bei I) die übrigen 4 reell, bei VII sind alle S imaginär. 


88. 
Curven mit Spitzen. 


Werden die beiden Argumente eines Doppelpunktes 
einander gleich, so geht derselbe in einen Rückkehrpunkt 
über; bei den Typen I, Il, VI kann dies bei beiden Doppel- 
punkten eintreten; bei V kann nur der durch Selbstdurch- 
setzung des einen Zuges entstandene Doppelpunkt zur Spitze 
werden. 

(seht nur einer der Doppelpunkte in eine Spitze tiber, 
so fallen vier von den reellen Doppeltangenten im Falle der 
zweitheiligen, und 2 in dem der eintheiligen Curven weg, da 
das dem Doppelpunkte entsprechende % verschwindet. 

Hat die Curve 2 Spitzen, deren Argumente «a, und «a, 
die Bedingung a, 4a, =rK-+siK‘ erfüllen, so ergibt sich, 
dass die Gleichungen 


v, +9, =pK-toaiK‘, 


Aa, 2) BE H'\a, —»,) Be (ad, — 4,) 
H (a, — v,) H (a, —v,) H (a, — a,)' 


H(a-—v,) ir H' (a, —v,) $. H' (a, — a,) 
H (a, —v,) HH (a,—0,) © Hla, — a,)' 


die man durch einen Grenzübergang aus den früheren erhält, 
nur zusammenbestehen, wenn p=1r, q=s ist; im Falle 
von 2 Spitzen gibt es also nur eine reelle 
Doppeltangente. 


Gurven mit isolirten Doppelpunkten. 


Sind die Argumente eines Doppelpunktes conjugirt 
imaginär, so erhält man, wie dies die Additionsformeln für 
die ©-Funktionen zeigen, für dieselben Argumente reelle 
Punkte wie bei den Curven mit Knotenpunkten. 


Die Zahl der adjungirten reellen Curven ist dieselbe 
wie früher; dass auch die Resultate über die Doppeltangen- 
ten ihre Gültigkeit behalten, ergibt sich aus folgendem: 


i,.K‘ Be 
Sind a,=0, Ads — I, =a4a, — Tun die Argumente 


des isolirten Punktes, oh m eine beliebige Zahl sein kann, 
so geht die demselben entsprechende Gleichung über in 


H (c, — . — v,) H(e, - 2 _- v,) 
Aw az FORTE ) Au "fe eh 
n 1 ) 9 


— log vl Br ) Hlenpbeit „) + hin — —. 


H (4) H (a5) 


m 


Die Vertauschung von i mit —i führt die Zähler der 
unter den Logarithmen-Zeichen stehenden Ausdrücke in die 
Nenner über und umgekehrt; die Constanten ändern sich 
desshalb dadurch nur um Perioden, wodurch die Behaupt- 
ung bewiesen ist. 


Bahn 
Curven mit imaginären Doppelpunkten. 
Wenn die Argumente des einen Doppelpunktes conjugirt 
imaginär sind zu denen des andern, 
een iK‘ 


Ara , ds, = 0. — us ; 


ıK'‘ iK' 
b, == ß -1- ER b; eh 102 — 


’ 
s 
dann liefert das H-Product für ox, für reelle Argumente » 


> 0X, Ta : we 0X 
reelle Werthe, während —* conjugirt imaginär zu 3 
C * c 


c 
2 3 
wird (vorausgesetzt dass m und » conjugirt sind). Ist also 
a han Da ie 
= =s+in wu =&—itn, so kann man durch Ein- 
2 3 


führung von $ und 7 an Stelle von =, und x, die Curve 
leicht wieder durch reelle Coordinaten darstellen, während 
die*Curvenpunkte ihre Argumente behalten. Bei dieser Be- 
schaffenheit der Argumente ist also die ©, reell, während 
die Doppelpunkte conjugirt imaginär sind. Diese Curven 
wurden für den Fall, dass die imaginären Doppelpunkte in 
den Kreispunkten liegen, schon vielfach untersucht. Man 
erhält sie durch quadratische Transformation, wenn man eine 
cireulare C, durch reciproke Radien vectoren verwandelt; 
ıst die C, zweitheilig und liegt das Inversionscentrum ausser- 
halb des Ovals, so erhält man Typus VIII; liest es inner- 
halb, so schliesst der eine Zug den andern ein, Typus IX. 
Ist die C, eintheilig, so ergibt sich wieder eine eintheilige 
C,, Typus X. 

Die Betrachtungen über die adjungirten Curven bleiben 
in Gültigkeit; bei den nichtadjungirten Curven dagegen er- 
geben sich einige Modificationen, die an den Doppeltangenten 


erläutert werden mögen. Die Gleichungen Seite 25 gehen 
über in: 


lvo +, =pK ngiK', 


Hiase —»,) H(« - —,) 
Il. log —— a TE + log ik == log M 
4 H (+7. —®) H($+ 7 —%) 


H(@e—- —v,) H(a-—=-—v,) 


ILL log — nn = log N 
er 
— hin + gin (e-#-iK' (-- ): 
wobei 
Vf ER, ya) (mp (er Kg: (a8) — 9% TBB Ho ME 
M =——— 5 _——, 
H(B—a+ mn ) a =). 9% 


„Va CR )ore De). m] 
H (?—« u )Aa(). 9 


Der Werth der in M und N vorkommenden Wurzel ist 
cr iK‘ s IN x 
reell, wenn —- und —- gleichzeitig grösser oder ‚kleiner 
F s 


als # A’ sind, rein imaginär, wenn der eine der beiden Werthe 
grösser, der andre kleiner als ©.K ist. 


Ist der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen positiv, so 
führt eine Vertauschung von © mit —i die Gleichung Il 
bis auf Vielfache von Perioden in die Gleichung III über, 
wenn A+hl}'==] ıst; dies ist aber, da ja I und III dieselben 
Werthe für v, und v, liefern müssen wie I und II, die Be- 
dingung für die Realität. Wenn also die imaginären 
Bestandtheile der Argumente jedes Doppelpunk- 


*) Bildet man die Summe der Gleichungen II und Ill, so erkennt 
man, dass, wenn ein v reell und das andere von der Form utiK‘ 
ist, die linke Seite etwas Positives ist; da aber fürrg=1h-+h'=1 
sein muss, ergibt sich, dass die Wurzel im Nenner so ausgezogen 
werden musste, dass M N eine negative Grösse ist. 


a N 


tes gleichzeitig grösser oder kleiner als iK' 
sind, so sind die 6 Doppeltangenten 
1010, 1001, 
VD, SOLO, LLOT. 


reell (Typus VII). 


Ist der Werth der Quadratwurzel rein imaginär, so er- 
hält man als Realitätsbedingung ganz analog A+h'—0. 
Somit ergeben sich, wenn von den imaginären 
Bestandtheilen der eine grösser, der andere 
kleiner alsiK’ ist, nur die 2 Doppeltangenten 


0000, 0011 
als reell (Typus IX). 


Bei den eintheiligen Gurven mit 2 imaginären Doppel- 
punkten müssen alle Doppeltangenten; bei welchen qg = 1 
ist, Imaginär sen. Da von den vorhin unterschiedenen 
2 Fällen hier nur der erste in Betracht kommt, weil jedes 
Argument, dessen imaginärer Bestandtheil grösser als i K’ 
ist, vermöge der complexen Periode K-+iK' reducirt werden 
kann, so sind bei den eintheilisen Gurven nur die beiden 
Doppeltangenten 1010, 1001 reell. 

Es wäre nun noch der Fall von 2 imaginären Spitzen 
zu betrachten, denn eine Curve mit einem imaginären Doppel- 
punkt und einer imaginären Spitze kann nicht reell sein. 

Man erkennt, wie früher, dass nur die Doppeltangente 
reell ist, bei welcher p=r, 9=0 ist, wobei r dadurch de- 
finirt ist, dass die Summe der reellen Bestandtheile der 
Argumente der beiden Spitzen gleich » X ist. 

Man erzeugt diese Curven, die man als Cartesische 
Ovale bezeichnet, wenn sich die Spitzen in den Kreispunkten 
befinden, durch Inversion aus eircularen C,, wenn man ‘das 
Centrum in einen der Brennpunkte der C, verlegt. 


München, im Januar 1880. i 
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